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Resumen- Se propone un sistema de Control adaptivo,
donde la sefial de entrada es estimada con un filtro basado en
Promedios Moviles Ponderados Exponencialmente, ajustado
dindmicamente (dEWMA) en combinacion de un control Pro-
porcional-Integral-Derivativo(dEWMA-PID).

Se estudia un método de ajuste de este controlador y se
analizan las condiciones de estabilidad del sistema, para una
planta genérica de segundo orden.

Este controlador presenta mayor simplicidad en su imple-
mentacién, mayor inmunidad al ruido, reduccién el sobreim-
pulso y un menor consumo del dispositivo actuador.

Keywords— PID, Moving Average, IR, EWMA.

1. INTRODUCCION

En un trabajo anterior [1] se present6 un tipo de con-
trol digital con caracteristicas similares a las del clasico
control Proporcional-Integral-derivativo (PID), pero con
la ventaja de tener una mejor respuesta en condiciones
de ruido (en la medicién de la variable a controlar), y
sin la necesidad de implementar una rutina Anti-
Windup.

El sistema propuesto aprovecha las propiedades de
reduccion de ruido del Promedio Movil Ponderado Ex-
ponencialmente (PMPE) o Exponentially Weighted
Moving Average (EWMA) vy la posibilidad de ajuste
dindmico del mismo de acuerdo a la condicién de la
planta, para optimizar la respuesta del Control PID.
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Figura 1: Esquema de Controlador dEWMA-PID
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Se compar6 el comportamiento del mismo frente a un
algoritmo PID discreto, tomando distintos parametros
estaticos y dinamicos como referencia, y se pudo obser-
var que, presentando caracteristicas similares de com-
portamiento, el control dEWMA-PID ofrece mayor in-
munidad al ruido, reduccion el sobreimpulso y un me-
nor consumo del dispositivo actuador, sin que por esto
se evidencie una reduccion en el desempefio dindmico
del sistema [1].

Se analiza ahora, cuales son los pasos a seguir para
una sintonia 6ptima y qué condiciones garantizan la
estabilidad del sistema.

2. DESARROLLO
2.1. Promedio Movil Ponderado Exponencialmente

Este promedio mdvil permite obtener una media de
las muestras a medida que estas “van ingresando”, Yy su
forma recursiva permite una implementacion sencilla en
microprocesadores, utilizando menos memoria que un
promedio convencional y resultando de mas rapida reso-
lucién.

P[n] = P[n-1] + (e[n] — P[n-1])/ N, (1)

Como caracteristica particular, el promedio EWMA
da a las muestras méas recientes una ponderacion mayor
que las antiguas, resultando su comportamiento corres-
pondiente a un filtro tipo IR (Infinite-duration Impulse
Response).

Si la sefial de ruido que afecta a la entrada presenta
valor medio cero, este filtro cancela sus efectos a su
salida. Se ha supuesto que el ruido superpuesto a la se-
fial de entrada es de tipo Gaussiano, con valor medio
cero y varianza o> conocida (0 estimada).

Notese que para N=1, resulta P[n] = e[n], por lo que
el filtro devuelve la medicién instantanea, sin prome-
diar.

2.2. El control dEWMA

El controlador propuesto se denomina dEWMA-PID
siendo que esta basado en al clasico PID, a la vez que
incluye un filtro EWMA cuya constante de promedia-



cién N se modifica dinAmicamente, entre el valor unita-
rio y un valor maximo del que se hablar4 més adelante.

La expresion del controlador propuesto es de la for-
ma:

U[n]= Kp . P[n] + Ki.Ts. I[n] + Kd/Ts. D[n], (2)

Donde P[n] es la estimacion dEWMA del error e[n],
I[n] la variable integral, y D[n] la derivativa, calcula-
das cada intervalo Ts como se detalla a continuacion.

La variable proporcional P[n] se calcula a partir de
la siguiente expresion:

P[n] = P [n-1] + (e[n] — P[n-1])/ N[n] , @)

Donde la constante de Promediacién N cambia de va-
lor segun las siguientes reglas de control, si se cumple
que:

le[n]| <o) ()

Siendo o es el desvio estandar del ruido. Entonces N
se ve aumentado por un factor de adaptacién fa de mo-
do que:

N[n] =fa* N[n-1] 5)

Y si se cumple que:
le[n]| 2 o) 6)

N se reduce:
N[n] = N[n-1]/fa @)

Para 1 <N < Nmax

El valor minimo de la constante de promediacion N,
es igual a 1 (P[n] = e[n]), siendo también el valor ini-
cial adoptado. El factor de adaptacion con el cual se
incrementa o decrementa se elige de valor cercano a la
unidad (en nuestro caso se utiliza fa=1,01 tanto en las
simulaciones como en el programa en microcontrolador.

La variable derivativa D[n]: se calcula como la dife-
rencia de los valores promediados

D[n] =P [n] - P [n-1], (8)

Puede observarse que, con N cercano a la unidad
(régimen transitorio), esta expresion arroja valores simi-
lares a los de del término derivativo de un PID digital
clasico. Por otra parte, a medida que N crece (régimen
permanente) la variable diferencial se calcula con los
valores filtrados y tiende a anularse.

La variable Integral I[n]: En el PID estandar la va-
riable integral i[d] se calcula como acumulacion de
muestras mientras que en el dEWMA-PID, I[n] se cal-
cula como:

I[n] = 1[n-1] + e[n] - 1[n-1]/ N[n] )

Que difiere de la ecuacion del EWMA en que la sefial
de error no esta dividida por la constante de promedia-
cion, por lo que puede expresarse entonces como

I[n] = N[n] . P [n] (10)

La ventaja de esta implementacion de la Integral con-
siste en que para valores de N cercanos a la unidad
(régimen transitorio), el término no “acumula” error, y
se comporta de la misma manera que el proporcional.

A medida que el sistema se acerca al régimen perma-
nente, la ecuacion se comporta como una sumatoria.

Si algin cambio de consigna o perturbacién lleva a la
sefial fuera de la banda de error permitida, el valor de N
decrece, y lo mismo ocurre con la variable integral,
haciendo innecesaria una rutina Anti Wind-up.

A diferencia de la ecuacién clasica de sumatoria de
errores, esta converge a un valor finito. Suponiendo que
el error, en promedio, es igual que un valor & pequefio y
distinto de cero, entonces el término integral tiende a
N*Ki*&

Interpretacion: Este sistema de control presenta un
doble comportamiento, en funcién del valor de la cons-
tante de promediacién N.
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Mientras N presenta valores cercanos a la unidad, el
sistema se encuentra en régimen transitorio, y se com-
porta como un control tipo PD , ya que el término inte-
gral no acumula 'y actla tan solo como un refuerzo del
proporcional (sin necesidad del Anti Wind-up), mientras
que el término derivativo cumple con la definicion de
“derivada”.

Cuando N crece, y por lo tanto el sistema se acerca
al régimen permanente, el término derivativo queda
filtrado y tiende a anularse, mientras que el integral cre-
ce (en funcion de N), reforzando la accién proporcional
para alcanzar el valor de consigna, comportandose el
sistema como un Control Automéatico de Ganancia
(CAG).
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Este sistema se puede interpretar también, como un
sistema de control conmutado en donde la transicion
entre el estado transitorio y el régimen permanente se
realiza en forma suave y sin saltos.

De lo que se observa que N cumple las funciones de
“indicador de Estado” del sistema, lo cual resulta parti-
cularmente Util en aplicaciones de robotica donde es
necesario determinar cuando se ha alcanzado la condi-
cién de consigna.

2.3 Método de Sintonia

La sintonizacion de un controlador consiste en la se-
leccion de sus parametros de modo que se cumplan las
especificaciones de operacion.

Es condicion de disefio del dEWMA-PID, asegurar
que en caso de que la sefial de control se aleje del valor
de consigna (ya sea en el régimen transitorio o porque
se ha salido de la banda de error permitida), la respuesta
sea lo mas rapida posible, por lo que la constante de
promediacion se reduce, hasta alcanzar en el limite infe-
rior, el valor unitario, comportandose entonces el con-
trol como un Proporcional-Derivativo.

Siendo que esta condicion es la de inicio, y la de
mayor velocidad de respuesta, se la toma como referen-
cia para el ajuste de los parametros Kp y Kd.

Asignando valor unitario a la constante de prome-
diaciéon (N=1), y anulando la constante Integral (Ki=0),
se verifica si el sistema es estable y se procede al ajuste
de las contantes del PD, utilizando para ello los métodos
clasicos de sintonia (Por ejemplo método de Ziegler-
Nichols [2]), obteniendose un valor éptimo de Kp* y de
Kd*.

Como la accion derivativa tiene peso principalmente
en el Transitorio, Kd* se adopta como el valor Kd del
controlador.

U[n]=Kp.P[n]+Ki.Ts.N.P[n]+Kd/Ts.(P[n]-P[n-1]) (11)
Para N=1 y para Valores normalizados a Ts
U[n]= Kp.e[n]+ K’i.e[n]+ Kd’.(e[n]-e[n-1])  (12)
Si embargo Kp* debe “repartirse” entre Kp y Ki del

controlador, ya que en el transitorio (N=1) el término

integral se suma en efecto al Proporcional, pudiendo
agruparse a las dos constantes en una sola.

U[n]= (Kp + Ki) .e[n] + Kd.(e[n]-e[n-1]) (13)
De lo que queda que Kp*= Kp + Ki. Sin perder ge-

neralidad, se puede adoptar Kp = Ki, y a cada una de
ellas se le asigna el 50% de Kp*
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A los efectos practicos el valor que puede tomar N
esta limitado por la capacidad de célculo del micropro-
cesador, y también puede asignérsele un valor limite
arbitrario de modo de asegurase que ante una perturba-
cion no sea necesario mucho tiempo para volver a al-
canzar la condicién de N unitario.

Sin embargo, siendo que como se dicho antes la ecua-
cion del término integral tiende a N * Ki * &. y cuanto
mayor es N, mas se asemeja el término a una sumatoria,
no es conveniente limitar demasiado este valor.

En sintesis, para la sintonia:
e Se asigna el valor N=1y Ki=0

e Se determinan las constantes Kp* y Kd* utilizando
un método clasico de sintonia para un controlador

PD.
e Seasigna
Kp= 0.5.Kp*
Kd= Kd*
Ki= 05.Kp*

Es de notar que el término integral calculado como se
propone converge a un valor finito (y no a infinito como
ocurre con la sumatoria de errores), por lo que es posi-
ble que se deba elegir un Ki de modo que, en relacién
con el N maximo asignado, asegure la accion de correc-
cion integral necesaria.

I[n] > N.Ki.&> Accion deseada (14)

Donde N tiende a ser Nméaximo, en el régimen per-
manente; & corresponde a la m&xima precision de la
medicién y la Accién deseada resulta ser el valor mini-
mo a la salida del controlador que provoca la correccién
buscada.

2.4 Analisis de Estabilidad

Siendo que el valor de N “evoluciona” creciendo o
decreciendo segln la aplicacion de una Regla, el siste-
ma puede representarse como una serie de controlado-
res, cada uno con su propio N constante, conmutados en
forma ascendente o descendente (segun criterio de la
Regal de control).

REGLA

U1k
dEWMA con N=1

U1k
dEWMA con N=1.1 I i

Unmax(k
dEWMA con N=Nax

»| PLANTA

Figura 2: Esquema de multiples controladores



El N no actla en forma directa sobre la variable de
salida, sino que regula el nivel de promediacion de la
sefial de entrada, por lo que los cambios entre controla-
dores de distinto N no producen saltos o variaciones
bruscas de la variable controlada.

Es condicion necesaria para asegurar la estabilidad
global del sistema (aunque no suficiente), verificar que
cada bloque controlador, por separado, no presenta in-
estabilidad al actuar sobre la planta que se desea contro-
lar [3].

La utilizacion de formulas recursivas simplifica la
implementacion en forma de algoritmo en un microcon-
trolador, pero dificulta el estudio de la estabilidad con
las herramientas clasicas de analisis, por lo que se pro-
cedié a expresar la funcién de transferencia en términos
de la frecuencia discreta z.

Es posible representar al filtro EWMA con la siguien-
te ecuacion:

1
B N
o (1(1;)-2-1)

Reemplazando cada témino por su corrrespondiente
versién discreta se llega a un modelo como el que se
detalla a continuacion:

(15)
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Figura 3: Esquema discreto del dEWMA-PID

La transferencia del controlador queda expresada por:

U2) % Kd _ .
- (W)[Kp +re.(1-z) +KiTs.N|  (16)

Operando algebraicamente se llega a:

Kd, . Kd __
U(z) _ (Kp+E+K1.Ts.N)—E.z 1
e(z) N-(N-1).z"1

(17)

Se comprueba que si N=1 (transitorio), se obtiene la
ecuacion de un PD,

v@ )4+ Kd = g1
o) —(Kp+Kl)+TS.(1 z™h) (18)
Y si Si N—oo (permanente), la  expresion  discreta
toma comportamiento Integral
U(z) _ KiTs. (19)

e(z)  1-z71

Se analiz6 la estabilidad del sistema, suponiendo una
planta de segundo orden y una realimentacion unitaria.

Ko
(z=Pp1)(2-Pp2)

Gp(2) = (20)

Donde Ko, Pp1, Pp2 son la constante y los polos de
la planta, respectivamente.

Y@ _ _Ge(2).6p(2)

e(z) - 1+Gc(2).Gp(2) (21)
Kc.(z=C¢) Ko
Y(z) _  s(z-Pd ‘(z-Pp1)(z—Pp2)
e(z)  1.KeE=Co Ko (22)

s.(z=P¢) '(z—Pp1)(z—Pp2)

La funcion de transferencia presenta un polinomio ca-
racteristico (denominador) de tercer orden. Para que el
sistema sea estable todas las raices de dicho polinomio
deben estar dentro del circulo unitario (Criterio de
Schur-Cohn [4]).

Siendo el polinomio caracteristico de la forma:

Deng,y = apz® + a,z* + ayz + az (23)

Se trata de observar si se cumplen las condiciones ne-
cesarias para la estabilidad propuestas por el Criterio de
Jury [5], para el caso de N=1, y para N>1.
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Figura 4: Diagrama de polos y ceros para N=1
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Para asegurar que el sistema no tenga algun polo fue-
ra del circulo unitario se debe cumplir (condicién nece-
saria, no suficiente)

1. lazl <aq

2. Den(l) >0

3. Deni_yy <0

De la primera condicion se obtiene

KoKd  (N-1).Pp1.Ppy

|a3| = NTs N < 1 = ao (24)
Para N=1 debe cumplirse que K"T'—I:d <1l (25
(5559, o-n

Puede observarse que si la condicion se cumple para
N=1, (ec. 9) también sera cierta para cualquier valor de
N mayor, siempre y cuando:

Py1.Pyy <1 (27)
De la condicién 2 resulta

N-1 N-1
Den(1)= 1_T_Ppl_Pp2+T'PP1+Pp1'PP2+

N-1 | KpKd _N-1 _ KoKd
Pp2. N NTs N ~Pp1-Pp2 NTs = 0 (28)

N-1 N-1
Den(1)= 1_T_Ppl_Pp2+T'Pp1+Pp1'Pp2+
N-1 N-1
e (29)

Para N=1;
DenN=1(1) = 1_Pp1 _Pp2+Pp1.Pp2 > 0 (30)

Puede verse que si esto se cumple para N=1, se cum-
ple para cualquier valor de N>1

Den(1) = Deny=1(1) = = (1 = Py = Ppp + Pp1. Ppp) > 0 (31)
Den(1) = Deny=1(1) —*== (Deny—1 (1)) > 0 (32)

Se observa que para valores grandes de N el Den(1)
tiende a cero, por lo que el sistema estaria en un limite
de estabilidad, lo cual tiene l6gica siendo que aumentar
el N significa también aumentar la Ganancia del contro-
lador. Esta condicion de estabilidad marginal no afecta
el desempefio del control, ya que ante cualquier varia-
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cién brusca de la sefial, el N se reduce y se pasa a una
condicién de mayor estabilidad.

De la misma forma la condicién 3 arroja como resul-
tado

Den(—1) = Deny_;(—1) + =2

N1 (Deny—1(—=1)) <0 (33)

Que presenta caracteristicas analogas a las de la con-
dicion 2.

De este andlisis se desprende que las ecuaciones (25) y
(30), son condiciones necesarias para la estabilidad con
N=1, y que si se cumple ademas la ecuacion (27) lo son
también para el sistema en todos sus estados (N >1).

El Criterio de Jury contempla también una condicion
suficiente por la cual se asegura la estabilidad del siste-
ma, pero si la ecuacion caracteristica sobre la cual se
realiza el analisis es de un orden mayor a dos, el calculo
simbdlico alcanza gran complejidad y su aplicacion
resulta poco préactica.

2.4.1 Andlisis Gréfico de la Estabilidad

Los métodos graficos de analisis de estabilidad utili-
zan una ganancia variable (K) para obtener los puntos
del diagrama donde se ubican las posibles raices de la
transferencia.

En el caso que se analiza, la variable de referencia es
N, ya que actla como ganancia, a la vez que modifica
la posicion de las singularidades del controlador.

Se observa que, a medida que crece N, los polos de
la transferencia se ubican més cerca del limite unitario,
lo cual se condice con el aumento de ganancia esperado
y con la tendencia a una estabilidad marginal cuando la
salida se encuentra muy cerca del valor de consigna.

N=1
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Figura 5: Evolucion de singularidades en funcién de N




2.5 Discusion

Habiendo analizado las condiciones que deben ob-
servarse para que cada bloque controlador dEWMA,
con N constante, no presente inestabilidades, queda por
demostrar que la conmutacién entre los mismos no in-
troduce una condicién de inestabilidad global.

Existen varios métodos de analisis de estabilidad pa-
ra sistemas conmutados, donde los mas utilizados se
basan en la teoria de Lyapunov [6].

Debe tenerse en cuenta que la conmutacion se reali-
za entre bloque que presentan la misma ecuacion de
control, difiriendo tan solo en el valor de del nivel de
promediacion que cada uno hace de la sefial de entrada.

A su vez la Regla o criterio de cambio del N solo
permite cambiar a un controlador de N “inmediatamen-
te” superior o inferior, por lo que no existe una conmu-
tacion arbitraria entre los distintos bloques controlado-
res.

3. CONCLUSIONES

Se ha presentado un método de control basado en un
filtro EWMA con una constante de promediacion (N)
que se modifica dindmicamente (dEWMA) y toma un
valor pequefio para el régimen transitorio, aumentando
a medida que el sistema evoluciona hacia el valor de
consigna.

Se explicaron los pasos a seguir para la sintonizacion
del dEWMA-PID, basados en criterios clésicos usados
para ese fin.

Intuitivamente, se esperaba que la inclusion de un fil-
tro pasa bajos con un polo cuya posicién con respecto a
las otras singularidades se modifica dinAmicamente en
funcion del valor de N, aumente el margen de estabili-
dad del sistema.

Si bien el analisis para distintos valores de N indica
gue se mantendré estable si se cumplen las condiciones
presentadas (Ec 25, 27 y 30), el nivel de promediacion
variable garantiza a su vez que de darse una condicion
de inestabilidad, el sistema evolucionaré hacia un valor
de N que garantice la estabilidad, si es que el sistema es
estable con un controlador PD (N=1). El sistema PID
presentado es de facil implementacién y sintonia, no
necesita filtros adicionales de la sefial de entrada ni ma-
nejo de excepciones como la rutina de antiwindup, pre-
senta una muy buena respuesta temporal y error perma-
nente proporcional al ruido del sensor de entrada, redu-
ciendo ademéds el accionamiento del actuador final.
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